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Το   λάθος   είναι  ανώτερο  της  τέχνης   - 1 

ΤΑ  ΠΛΑΚΑΚΙΑ 
(δραστηριότητα στο µάθηµα της Γεωµετρίας της Β΄ Τάξης του Λυκείου) 

 
ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
Η εργασία αποτελεί µια δραστηριότητα (ένα µαθηµατικό σενάριο) που έγινε πράξη µέσα στην τάξη, 

που δεν σχεδιάστηκε σαν δραστηριότητα αλλά «προέκυψε» µέσα από τη  δυναµική της τάξη, και έτσι 
παρουσιάζεται εδώ. Το σενάριο αυτό ξεκίνησε από µία άσκηση των κανονικών πολύγωνων της Ευκλ. 
Γεωµετρίας της Β΄  Λυκείου,  από µια συνθήκη που έπρεπε να αποδειχτεί, από µια ελλιπή (ασαφή η ίσως 
λάθος)  εκφώνηση.  Τοποθετήθηκε  το ερώτηµα της ύπαρξης ακέραιων λύσεων, το αν το παράδειγµα 
αποτελεί αποδεικτική µέθοδο, και αν η σχέση αυτή είναι  αναγκαία και ικανή, ερώτηµα που δεν 
µπορούσε να απαντηθεί αµέσως, που έµεινε ανοιχτό και που απαντήθηκε στο τέλος µετά την 
διαπραγµάτευσή του µε την βοήθεια της υπολογιστικής τεχνολογίας. Η αρχή έγινε µε µια προσπάθεια για 
την εύρεση ακέραιων λύσεων µε πρακτικό τρόπο, στη συνέχεια µε την βοήθεια του excel και στην 
συνέχεια µε την βοήθεια της basic και της του λογισµικού «Γλωσσοµάθεια». Η εύρεση ακέραιων λύσεων 
επιβεβαιώνει ότι η προς απόδειξη συνθήκη είναι αναγκαία συνθήκη. Το σχεδιαστικό πρόγραµµα Corel 
Draw µας βοήθησε µε δύο παραδείγµατα να απαντήσουµε ότι η συνθήκη δεν είναι ικανή. 
 
ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΕΣ  ΠΛΗΡΟΦΟΡΙΕΣ,  ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ.    
Η δραστηριότητα εντάχθηκε στο µάθηµα της Γεωµετρίας της Β΄ Τάξης του Λυκείου, στο κεφάλαιο  µε 

τα κανονικά πολύγωνα (Κεφ 11). 
Η διδακτική προσέγγιση ήταν διερευνητική, βιωµατική και συνεργατική. 
Εστιάσαµε στη  διάκριση των όρων «αναγκαία» και «ικανή» και την αναγνώριση ότι η απόδειξη µιας 
σχέσης δεν αποτελεί αναγκαία και ικανή συνθήκη. 
Χρησιµοποιήσαµε το παράδειγµα και το αντιπαράδειγµα  και δείξαµε την   αξία του στην αποδεικτική 

διαδικασία. 
Βρήκαµε τη µαθηµατική λύση του προβλήµατος, και εξετάσαµε αν αυτή αποτελεί και  λύση του 

φυσικού προβλήµατος. 
Ο χρόνος που χρειαστήκαµε για την δραστηριότητα ήταν, µέρος δύο διδακτικών ωρών  µέσα στη 

σχολική τάξη και  τέσσερις πλήρεις διδακτικές ώρες. 
Λογισµικά που χρησιµοποιήσαµε:  
MS Excel  (http://www.microsoft.com/Excel/ ),  
Basic (http://www.qbasic.com/ ), 
Γλωσσοµάθεια (http://spinet.gr/glossomatheia/ ), 
Corel Draw (http://www.corel.com/ ). 

 
 
ΑΝΑΛΥΤΙΚΗ ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ &  
ΕΠΙΜΕΡΟΥΣ ΒΗΜΑΤΑ ΤΗΣ  ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑΣ ΜΕ ΤΟΥΣ ΜΑΘΗΤΕΣ: 
 
Το σενάριο ξεκινά από την Αποδεικτική Άσκηση 1 σελ 237 του σχολικού βιβλίου του Γεν. Λυκείου.  

«Το δάπεδο ενός δωµατίου στρώθηκε µε πλακίδια σχήµατος κανονικών πολυγώνων µε πλήθος πλευρών 

λ, µ , ν  όπου λ≠µ≠ν≠λ. Να αποδείξετε ότι  
2
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Παραθέτουµε εν συντοµία τη λύση όπως  την διαπραγµατευτήκαµε στην τάξη. 
Η άσκηση θα στηριχτεί στην παραδοχή ότι τα πλακάκια (κανονικά πολύγωνα)  θα πρέπει να έχουν µια 

κοινή κορυφή όπου συναντώνται τρία διαφορετικά πλακάκια  µε το ίδιο µήκος πλευράς. 
Αν υπάρχουν οι γωνίες φλ , φµ , φν των κανονικών πολυγώνων λ, µ , ν πλευρών αντίστοιχα, τότε θα 

πρέπει να ισχύει φλ+φµ+φν=3600 →  
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Η λύση αυτή θα πρέπει να ισχύει για λ, µ , ν φυσικούς αριθµούς µε λ≠µ≠ν≠λ. Υπάρχουν όµως τέτοιοι 
αριθµοί;  
α) ∆ώσαµε το θέµα στους µαθητές για να βρουν διερευνητικά στο χαρτί αν υπάρχουν αυτοί οι αριθµοί. 

Την δεύτερη φορά που θέσαµε το ερώτηµα, βρέθηκε µία λύση από τους µαθητές κι εκεί θέσαµε το 
ερώτηµα «η λύση αυτή είναι µοναδική;» 
Η επαναληπτικότητα των πράξεων που γίνονται κ → φκ=180-ωκ → 

φκ=180-360/κ  → φκ+φλ+φµ = ? 360 οδηγεί στην αναγκαιότητα της υπολογιστικής τεχνολογίας. 
β) Στη συνέχεια προτείναµε στους µαθητές το excel για να βρουν µια λύση. Το excel αποτελεί ένα 

γνώριµο εργαλείο µε  πιθανώς και άγνωστες ιδιότητες και οι µαθητές καλούνται να βρουν ακέραιες 
λύσεις µε την βοήθεια  του. Εδώ µπορούµε να δείξουµε (µε προτζέκτορα) κάποια στοιχειώδη για το excel 
που τα έχουν ξανασυναντήσει στο παρελθόν και να αφήσουµε τους µαθητές να συνεργαστούν µεταξύ 
τους στο εργαστήριο πληροφορικής ή στο σπίτι τους µε το εργαλείο αυτό. 
Η συνέχεια µπορεί να δοθεί σε µια άλλη διδακτική ώρα µέσα στην τάξη µε την παρουσίαση της 

κατασκευής ενός φύλλου εργασίας του excel (µε προτζέκτορα) όπως το επισυναπτόµενο αρχείο 01-
polygona.xls (δύο προτάσεις - http://users.sch.gr/pzafeir/)  
γ) Η δυσκολία που παρουσιάζει το excel και το πεπερασµένο των περιπτώσεων που εξετάζει 

δηµιουργεί την αναγκαιότητα χρήσης ενός δυναµικότερου εργαλείου. Στους µαθητές προτείναµε τη 
χρήση της basic στην αρχή και της «Γλωσσοµάθειας» µιας γλώσσας προγραµµατισµού που υλοποιεί την 
«ψευδογλώσσα» που χρησιµοποιείται από το µάθηµα της Γ΄ Λυκείου «Ανάπτυξη Εφαρµογών σε 
Προγραµµατιστικό Περιβάλλον». 

 Παρουσιάσαµε  στους µαθητές τον κώδικα µε απλό τρόπο και τις λύσεις που δίνει.  (Η προσέγγιση 
αυτή µε τα προγραµµατιστικά εργαλεία µπορεί να γίνει και µε κάποιους µαθητές που γνωρίζουν 
ενδεχόµενα προγραµµατισµό ή µε τους συµµαθητές τους της Γ΄  Λυκείου που διδάσκονται το µάθηµα 
Ανάπτυξη Εφαρµογών, στο εργαστήριο πληροφορικής αν υπάρχει αυτή η δυνατότητα.)  
Η εφαρµογή των λογισµικών δίνει αρκετές λύσεις (στο παράρτηµα στο τέλος & στο συνοδευτικό 

αρχείο basic 02-polyg1B.BAS που ανοίγει µέσα από την εφαρµογή QBASIC, & το αρχείο ψευδογλώσσας 
03-polygona2)   
Τώρα  που είδαµε ότι υπάρχουν αρκετές λύσεις θέσαµε  το ερώτηµα «η σχέση που δίνεται είναι 

αναγκαία και ικανή;» αφού συζητήσαµε πρώτα τις έννοιες «αναγκαία» και «ικανή» 
δ)  Στο βήµα αυτό οι µαθητές αρχίζουν να ενεργοποιούνται και να συµµετέχουν και πάλι. 
Προτείναµε την τριάδα των λύσεων 4, 6, 12.  Τους 

προτείναµε να κατασκευάσουν στο τετράδιο τους µε 
κανόνα και διαβήτη µε την σειρά ένα κανονικό 12-
γωνο,  ένα κανονικό 6-γωνο και ένα 4-γωνο µε το ίδιο 
µήκος πλευράς. ∆ώσαµε µέσα στην τάξη στους 
µαθητές πολλά τέτοια σχήµατα (που προηγουµένως 
είχαµε σχεδιάσει, φωτοτυπήσει και κόψει) και τους 
ζητήσαµε αν είναι δυνατόν να πλακοστρώσουν µε αυτά 
τα σχήµατα µια επιφάνεια (puzzle). Τους προτείναµε 
να επαναλάβουν την διαδικασία και σπίτι τους. 
Η προσθήκη πλακιδίων φαίνεται ότι µπορεί να 

συνεχιστεί επ΄ άπειρον ώστε σε κάθε κορυφή να 
συναντώνται πάντα τρία διαφορετικά κανονικά 
πολύγωνα, όπως δείχνει και το παραπλεύρως σχήµα, 
µια κατασκευή (που έχει γίνει µε την βοήθεια του  
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Το   λάθος   είναι  ανώτερο  της  τέχνης - 1                                                      σελ  3 /από 5 

Corel Draw  από τους εισηγητές, φάκελος polygona 4-6-12,  µε το αντίστοιχο αρχείο του  Corel Draw  ή 
µε αρχεία εικόνων για όσους δεν έχουν το παραπάνω πρόγραµµα)  

 Μπορούµε αυτό να το γενικεύσουµε όµως για κάθε άλλη τριάδα λύσεων που πιθανόν υπάρχει; Θέσαµε  
το ερώτηµα «το παράδειγµα έχει αποδεικτική ισχύ;» 

 Αφήσαµε το ερώτηµα ανοιχτό και  
ε) Προτείναµε µια νέα τριάδα λύσεων 4, 5, 20 και  παρουσιάσαµε 

την κατασκευή µε την βοήθεια του Corel Draw που όµως δεν µπορεί 
να δουλέψει επαναληπτικά και να γεµίσει ένα δάπεδο γιατί 
δηµιουργεί επικάλυψη. (φάκελος polygona 4-5-20 µε το αντίστοιχο 
αρχείο του  Corel Draw  ή µε αρχεία εικόνων) όπως δείχνει και το 
παραπλεύρως σχήµα.  
Επαναφέραµε το ερώτηµα «το παράδειγµα έχει αποδεικτική ισχύ;»  

Θέσαµε ξανά και το προηγούµενο ερώτηµα «η σχέση που δίνεται 
είναι αναγκαία και ικανή;»  

 
ΣΤΟΧΟΙ ΤΟΥ ΣΕΝΑΡΙΟΥ:  
Η δραστηριότητα ξεκίνησε χωρίς σχεδιασµό κατά τη λύση της άσκησης και µοναδικός στόχος ήταν η 

«αφύπνιση» των µαθητών µας. Οι στόχοι του σεναρίου όταν το επαναλάβαµε (σχεδόν παράλληλα µε την 
πρώτη φορά) ήταν η προσέγγιση της γνώσης µέσα από το πρόβληµα, η σύνδεση της γνώσης µε το 
πρόβληµα, η µη σειριακή µάθηση, η χρήση των νέων τεχνολογιών µε την χρήση λογισµικού που δεν 
αποτελούσε αυτοσκοπό του σεναρίου αλλά µέσο προσέγγισης που έρχεται να συµπληρώσει και όχι να 
αντικαταστήσει παραδοσιακούς τρόπους προσέγγισης.  
 
∆ΟΜΗ ΤΟΥ ΣΕΝΑΡΙΟΥ:  

> Ρόλος Εκπαιδευτικού:  
Σαν Εκπαιδευτικοί φροντίσαµε για τον συντονισµό των δραστηριοτήτων του σεναρίου, θέσαµε το 

πρόβληµα, τους στόχους καθοδηγήσαµε και ενθαρρύναµε τους µαθητές µας. Αφήσαµε τους µαθητές µας 
να πειραµατισθούν να δηµιουργήσουν, να κάνουν λάθη και να τα διορθώσουν µεταξύ τους.  Οι 
δραστηριότητες δεν συνοδεύτηκαν από φύλλο εργασίας και οι οποιεσδήποτε παρεµβάσεις έγιναν 
προφορικά στις συναντήσεις. 

  
 

ΧΡΟΝΟΣ ΠΟΥ ΑΠΑΙΤΗΘΗΚΕ ΓΙΑ ΤΗΝ ΠΡΑΓΜΑΤΟΠΟΙΗΣΗ ΤΟΥ ΣΕΝΑΡΙΟΥ. 
Ο χρόνος που απαιτήθηκε για την πραγµατοποίηση του σεναρίου έκλεψε χρόνο από τον χρόνο του 

διδασκόµενου µαθήµατος της Γεωµετρίας. 
Έτσι για: 
Το βήµα  α)  1 διδακτική ώρα για την απόδειξη της σχέσης & 10 λεπτά από την επόµενη ώρα για την 

παρουσίαση των  ακέραιων λύσεων. 
Το βήµα  β)  15 λεπτά  από µία διδακτική ώρα για να δείξουµε (µε προτζέκτορα) κάποια στοιχειώδη για 

το excel και 15 λεπτά  από µία άλλη διδακτική ώρα για να δείξουµε τα αποτελέσµατα. 
Το βήµα  γ)  1 διδακτική ώρα µε προτζέκτορα στην τάξη για την παρουσίαση του κώδικα της basic & 

της Γλωσσοµάθειας»  
Το βήµα  δ)  1 διδακτική ώρα στην τάξη για την τριάδα των λύσεων 4, 6, 12 και τη δηµιουργία του 

puzzle 
Το βήµα  ε)  1 διδακτική ώρα στην τάξη για τη νέα τριάδα λύσεων 4, 5, 20 και  την παρουσίαση στην 

τάξη µε προτζέκτορα. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 
> Μερικές από τις λύσεις που δίνει το excel (αρχείο 01-polygona) 

κ λ µ ωκ ωλ ωµ φκ φλ φµ
4 5 20 90,00 72,00 18,00 90,00 108,00 162,00 360,00
4 6 12 90,00 60,00 30,00 90,00 120,00 150,00 360,00
4 12 6 90,00 30,00 60,00 90,00 150,00 120,00 360,00  

 
Οι παρακάτω κώδικες αποτελούν µια προγραµµατιστική προσέγγιση των συγγραφέων χωρίς να 

αποκλείεται µία άλλη συντοµότερη ή  ορθότερη. 
Επειδή το ζητούµενο δεν είναι ο προγραµµατισµός, αυτή η λύση δόθηκε στους µαθητές και δεν γίνεται 

συζήτηση για το θέµα «συντοµότερη ή  ορθότερη.» 
Ερωτήµατα που µπορεί να τεθούν: 
α) «Γιατί οι επαναλήψεις σταµατούν στο 30;»  
      ΑΠ. Αυθαίρετο νούµερο που µπορεί να µεγαλώσει ή να µικρύνει ανάλογα µε το πόσο 

ικανοποιηµένοι είµαστε από τις λύσεις που δίνουν. 
β) «Γιατί κάθε εµφωλευµένη επανάληψη ξεκινά από µία τιµή µεγαλύτερη της προηγούµενης;» 

ΑΠ. Παρακάµπτει τον έλεγχο  της συνθήκης λ≠µ≠ν≠λ, αποφεύγει συµµετρικές λύσεις (πχ εµφανίζει 
την λύση 4, 6, 12 και αποφεύγει την 4, 12, 6). Για όλους τους παραπάνω λόγους συντοµεύει το 
τρέξιµο του προγράµµατος (εµφάνιση αποτελεσµάτων). 
Αν τεθεί θέµα κατανόησης αντικαταστήστε στους κώδικες την αρχή της επανάληψης µε την τιµή 3 
(το µικρότερο κανονικό πολύγωνο) 
 

>  Ο κώδικας  στην QBASIC 
 
CLS 
FOR K = 3 TO 30 
   FOR L = K + 1 TO 30 
      FOR M = L + 1 TO 30 
          WK = 360 / K 
          WL = 360 / L 
          WM = 360 / M 
           FL = 180 - WK 
           FK = 180 - WL 
           FM = 180 - WM 
           SUM = FL + FK + FM 
           IF SUM = 360 THEN PRINT K, L, M, FK, FL, FM 
      NEXT M 
   NEXT L 
NEXT K   
 
Και οι λύσεις που δίνει: 
K  L  M   FK   FL   FM              K  L   M    FK   FL   FM   
3   8   24   135  60  165    4   5   20   108   90   152 
3   9   18   140  60  160                  4   6   12   120   90   150 
3  10  15   144  60  156 
 
>  Ο κώδικας  στην Γλωσσοµάθεια 
ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ plakakia 
ΜΕΤΑΒΛΗΤΕΣ 
 ΑΚΕΡΑΙΕΣ: κ,λ,µ 
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 ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΕΣ: ωκ,ωλ,ωµ,φκ,φλ,φµ,σ 
ΑΡΧΗ 
 ΓΙΑ κ ΑΠΟ 3 ΜΕΧΡΙ 30 
  ΓΙΑ λ ΑΠΟ 3 ΜΕΧΡΙ 30 
   ΓΙΑ µ ΑΠΟ 3 ΜΕΧΡΙ 30 
    ωκ <-- 360 / κ 
    ωλ <-- 360 / λ 
    ωµ <-- 360 / µ 
    φκ <-- 180 - ωκ 
    φλ <-- 180 - ωλ 
    φµ <-- 180 - ωµ 
    σ <-- φκ + φλ + φµ 
    ΑΝ σ = 360 ΤΟΤΕ 
     ΓΡΑΨΕ '(κ,λ,µ)=(',κ,'-',λ,'-',µ,')' 
    ΤΕΛΟΣ_ΑΝ 
   ΤΕΛΟΣ_ΕΠΑΝΑΛΗΨΗΣ 
  ΤΕΛΟΣ_ΕΠΑΝΑΛΗΨΗΣ 
 ΤΕΛΟΣ_ΕΠΑΝΑΛΗΨΗΣ 
ΤΕΛΟΣ_ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΟΣ plakakia 
Οι λύσεις είναι ίδιες µόνο που δεν εµφανίζονται οι γωνίες των κανονικών πολυγώνων. 
 
>  ∆υο λόγια για την Γλωσσοµάθεια 
Η «ΓλωσσοΜάθεια» είναι ένα ολοκληρωµένο εκπαιδευτικό περιβάλλον προγραµµατισµού. Η γλώσσα 
που υλοποιεί είναι αυτή που διδάσκεται στα πλαίσια του πανελλαδικά εξεταζόµενου µαθήµατος 
"Ανάπτυξη Εφαρµογών σε Προγραµµατιστικό Περιβάλλον" (ΑΕΠΠ), της τεχνολογικής κατεύθυνσης της 
Γ' Λυκείου και διατίθεται δωρεάν από τον Κο Σπύρο Νικολαΐδη Καθ. Πληροφορικής  
(http://spinet.gr/glossomatheia/ ) 
 
>  Ο ΤΙΤΛΟΣ ΤΗΣ ΕΙΣΗΓΗΣΗΣ 
     «ΤΟ   ΛΑΘΟΣ   ΕΙΝΑΙ  ΑΝΩΤΕΡΟ  ΤΗΣ  ΤΕΧΝΗΣ» 

Τον τίτλο της εισήγησης τον δανειστήκαµε από την επιγραφή του ξυλουργείου του φίλου Ιωακείµ 
Πετρίδη από την Αζόλιµνο της Σύρου. 

Προέκυψε από το δικό µας «Λάθος» να προτείνουµε την πρώτη φορά στους µαθητές πρώτα την λύση 
κ=4,   λ=5,  µ=20 που δεν µπορούσαν να την κατασκευάσουν, και από την «Λάθος» εκφώνηση της 
άσκησης του σχολικού βιβλίου. 

 
 

 Η εργασία έγινε στη Β΄τάξη του 1ου Λυκείου Παπάγου τη σχολ. χρονιά 2008-09  
& παρουσιάστηκε στο 26ο Συνέδριο της  

Ελληνικής Μαθηµατικής Εταιρείας,  Θεσσαλονίκη  13, 14, 15 Νοεµβρίου 2009 
και έγινε µε την πολύτιµη συνεργασία των συναδέλφων  

Βροντάκη Εµµανουήλ & Γκόρου Παγώνας 
 

 
Η εργασία αυτή, µε τα σχετικά αρχεία, φιλοξενείτε στην Ιστοσελίδα: 
 http://sites.google.com/site/zafemath/ 

 


